
 7من  1الصفحة 
 

 كمية الهندسة الميكانيكية والكهربائية الثانية                                          قسم: قوى ميكانيكية
 /                                                                السنة: الثانية4مقرر: رياضيات/

 د. توفيق أبوشديد                                                      ـة   بعاسال :المحاضرة

 ب وحساب التكاملاتـــنظرية الرواس

 :راسة تاتع 1

باستثناء النقطة  Cتابعاً وحيد التعيين وتحميمياً ضمن وعمى محيط الدائرة      ليكن التابع  
ى شكل عم     بالتالي يمكن نشر التابع  Cوبفرض أن ىذه النقطة ىي مركز الدائرة    الشاذة 

 أي:   سمسمة لوران حول النقطة الشاذة 

     ∑         
 

 

   

 ∑
   

       

 

   

 

 من الشكل:       فإن سمسمة لوران لمتابع kقطباً من الدرجة      فإذا كانت النقطة 

 ∑         
 

 

   

 
   

      
 

   

       
   

   

       
 

 من الشكل:       نقطة شاذة أساسية فإن سمسمة لوران لمتابع     إذا كانت النقطة أما 

     ∑         
 

 

   

 ∑
   

       

 

   

 

عند النقطة الشاذة الأساسية أو القطب      ي سمسمة لوران باقي أو راسب التابعف     نسمي
 أي :              ويرمز لو      

                 
 أي أن الراسب ىو أمثال الحد الأول من الدرجة الأولى من الجزء الرئيسي.

 اوجد الراسب فيما يمي:: بين نوع النقطة الشاذة و (1مثال)

     
     

  
 

 الحل:

     
     

  
 

 

  
*(     

     

  
 

     

  
  )   + 

 
 

  
 

 

  
 

 

  ⏟        

رئيسي

 
 

 
  

⏟  

تحميمي

 

 نقطة شاذة نوعيا قطب من الدرجة الثالثة    ومنو النقطة 
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    سب ىو   والرا
 

 
  

 بين نوع النقطة الشاذة واوجد الراسب لمتابع: (:2مثال)

     
     

   
 

 الحل:
    النقطة الشاذة ىي 

      ومنو       نفرض 
     

   
 

        

 
 

 

 
*  (     

     

  
 

     

  
  )   + 

 (
    

 
)           

 

 
       

 قطب بسيط         قطب بسيط بالتالي     ومنو: 
         والراسب ىو: 

 طرق حساب الراسة: 2

يمكن تمييز بعض الطرق لحساب  في نقطة اعتماداً عمى سمسمة لوران ومن تعريف راسب تابع 
 :  لشاذة عند النقطة ا     التابع راسب 

 نقطة شاذة قطب بسيط لمتابع, عندئذ الراسب يحسب:      أولًا:
                    

    

           
     تابعاً كسرياً من الشكل      إذا كان التابع 

    

    
تابعاً           حيث أن كل من  

 :       ̀                   وكان      في النقطة تحميمياً 

             
     

 ̀    
 

فإن الراسب ليذا التابع في      في النقطة  nقطب من المرتبة      إذا كان التابع  ثانياً:
 ذلك القطب يعطى بالعلاقة التالية:

                
    

 

      

    

     
       

       

    
    

 

      
       

            
 احسب الراسب فيما يمي: (:3مثال)

     
 

           
 

 :الحل
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 ,ذلك( )أثبتنقطة شاذة قطب بسيط    النقطة 
 )أثبت ذلك(,نقطة شاذة قطب مضاعف     النقطة 

                   
   

     
 

           
 

 

 
 

                
    

 

      

    

     
       

      

    
    

 

      

 

  
[      

 

           
]     

    
 

 

      

  
 

 
   

 : احسب راسب التابع:(4مثال)

     
     

      
 

 الحل:
 نقطة شاذة قطب مضاعف,     النقطة 

                
    

 

      

    

     
       

      

    
    

 

      

 

  
[      

     

      
]     

    
               

̅  و         إذا كان   ملاحظة:  فإن:     قطبين لمتابع       
           ̅              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 بع:أوجد رواسب التا (:5مثال)

     
     

            
 

 :الحل
 ,من المرتبة الثانية قطب مضاعف     عند 

                
    

 

      

    

     
       

      

    
    

 

      

 

  
*      

     

            
+

    
    

                        

       
  

  

  
   

 قطب بسيط,     عند 
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 قطب بسيط,      عند 

                     
     

      
     

                  

    
     

     

            
 

     

             
 

   

  
 

لو      و        حيث      في النقطة  تابعين تحميميين     و      : إذا كان ثالثاً 
 . فإن لمتابع:    صفر من المرتبة الثانية في النقطة 

     
    

    
 

 من المرتبة الثانية والراسب ليذا التابع في ىذا القطب يساوي:     قطب في النقطة 

             
  ̀ ̀̀    ̀̀̀ 

 ( ̀̀)
 

 

̀   حيث   .    في النقطة  p,qىي مشتقات التوابع   ̀̀̀  ̀̀ 

نقطة شاذة أساسية فإن الراسب في تمك النقطة يمكن حسابو من      : إذا كانت النقطة رابعاً 
 منشور ىذا التابع حسب سمسمة لوران حول تمك النقطة.

       سب راسب التابع  : اح(6مثال)
 

    في النقطة   
 :الحل

       
 
    

 

 
 

 

    
 

 

    
 

 ىو أمثال     النقطة وراسب التابع في 

 
 . (1-)ويساوي 

ب فإن راس      ,    نقطة شاذة قابمة لمحذف, أي أن      : إذا كانت النقطة خامساً 
 يساوي الصفر:   في النقطة      التابع 

               
 نظــرية الرواســـــة: 3

, حيث يوجد Cتحميمياً ووحيد التعيين داخل وعمى المنحني المغمق البسيط      التابع  إذا كان 
 فإن:               نرمز ليا:  Cعدد محدود من النقاط الشاذة  الواقعة داخل المنحني 

∮      

 

    ∑      

 

   

    ∑   [       ]
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 احسب التكامل (:7مثال)

∮
  

          
  

 

 

| |   حيث    
 :الحل

ن المرتبة الرابعة وكل منيما م     من المرتبة الثانية, والثاني     ن الأول المتابع قطب
| |  ضمن الدائرة  واقع   : 

               
    

 

      

    

     
       

      

    
   

 

      

 

  
[  

  

          
]     

   

          

       
 

    

  
   

                
    

 

      

    

     
       

      

    
    

 

      

  

   
[       

  

          
]  

 

 
   
    

  

   
[
  

   
] 

 
 

 
   
    

                 

  
 

               

   
   

 ومنو قيمة التكامل:

  ∫
  

          
  

| |  

    ∑   [       ]

 

   

    (
    

  
 

               

   
)

 
                 

   
 

 احسب قيمة التكامل (8مثال)

  ∮
    

           

 

 

| |  من أجل  (1  
 

 
 

| |  من أجل  (2     

 الحل:
 النقاط الشاذة:

 قطب مضاعف     قطب بسيط , و     
| |  من أجل  (1  
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| |  يقع داخل     القطب   
 

 
 يقع خارجيا     بينما القطب  

                   
   

     
  

           
    

   

  

      
 

 

  
 

  ∮
    

           

| | 
 
 

    (
 

  
)  

   

 
 

| |  من أجل  (2     

 

| |  كلا القطبين يقعان داخل      

                
    

 

      

    

     
       

      

    
    

 

      

 

  
[      

  

           
]     

    

       

      

  
    

  
   

 ومنو:

  ∮
    

           

| |   

    (
 

  
 ( 

    

  
))  

        

   
 

 احسب قيمة التكامل (9مثال)

  ∮
  

        
 

 

| |  حيث:     
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 :الحل
 نكتب التكامل بالشكل التالي:

  
 

 
∮

  

(  
 
 )       

 

| |  قطب بسيط يقع خارج الدائرة     لمتابع راسبين    , والثاني   
 

 
يقع  قطب بسيط 

| |  داخل الدائرة    . 
   [     

 

 
]         

  
 
 

(  
 

 
)

 

(  
 
 )      

    
  

 
 

 

     
  

 

 
 

  
 

 
∮

  

(  
 
 )       

 
 

 
    ( 

 

 
)  

    

 
 

 أوجد راسب التابع: (11مثال)

     
   

     
 

 :الحل
         لمتابع قطبين بسيطين 

                   
   

 
   

      
    

   

   

     
  

 

 
 

 أو بطريقة ثانية:

               
   

    

 ̀   
    

   

   

    
  

 

 
 

                   
   

     
   

      
    

   

   

 
 

 

 
 

 احسب تكامل التابع: (:11مثال)

  ∮
       

    
  

|   |  

 

 :الحل
|   |داخل الدائرة واقع        قطب بسيطلمتابع    : 

                     
     

      
       

    
    

     
(       )         

  ∮
       

    
  

|   |  

             

 


